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3ο Μάθηµα - Γραµµικοί Τελεστές, Ισοµορφισµοί, Κυρτότητα

΄Ασκηση 1. (α΄) ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και A,B ⊆ X. Για κάθε µία από τις παρακάτω
προτάσεις να δοθεί απόδειξη, εαν αυτή είναι σωστή, ή να ϐρεθεί αντιπαράδειγµα, εαν είναι
λανθασµένη:

(i) Για κάθε λ, µ ∈ R, (λ+ µ)A = λA+ µA.
(ii) Για κάθε λ ∈ R, λ(A+B) = λA+ λB.
(iii) Αν A, B κυρτά και λ ∈ R, τότε τα A+B και λA επίσης κυρτά.
(iv) Αν A ∩B = ∅, τότε coA ∩ coB = ∅.
(v) Αν για κάθε x, y ∈ A, έχουµε ότι x+y

2 ∈ A, τότε το A κυρτό.

(ϐ΄) Να ϐρεθεί η κυρτή ϑήκη των παρακάτω υποσυνόλων του R2:

A1 = {(x, 0) : x ∈ R} ∪ {(x, 1) : x ∈ R},
A2 = {(n− 1, 0) : n ∈ N} ∪ {(0,m− 1) : m ∈ N}.

(γ΄) ΄ΕστωX διανυσµατικός χώρος, A ⊆ X και x, y /∈ coA. Αν x ∈ co(A∪{y}) και y ∈ co(A∪{x}),
τότε x = y.

΄Ασκηση 2. (i) ΄ΕστωX 6= {0} διανυσµατικός χώρος. Να δείξετε ότι κάθε µη µηδενικό γραµµικό
συναρτησιακό f : X → R είναι επί του R.

(ii) Να δείξετε ότι αν X,Y 6= {0} διανυσµατικοί χώροι µε την ιδιότητα ότι κάθε µη µηδενικός
γραµµικός τελεστής T : X → Y είναι επί του Y , τότε αναγκαστικά dimY = 1.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω X απειροδιάστατος διανυσµατικός χώρος. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) Ο X είναι γραµµικά ισόµορφος µε κάποιον γνήσιο υπόχωρό του.

(ii) Υπάρχει υπόχωρος του X ο οποίος είναι γραµµικά ισόµορφος µε το χώρο των πραγµατικών
πολυωνύµων R[x].

(iii) Για κάθε n ∈ N υπάρχει γραµµικός τελεστής T : X → X τέτοιος ώστε Tn = I και οι τελεστές
{I, T, T 2, . . . , Tn−1} να είναι διαφορετικοί ανά δύο.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω X,Y διανυσµατικοί χώροι για τους οποίους υπάρχουν T : X → Y και S : Y →
X γραµµικές και ‘‘1-1’’ απεικονίσεις. Να δειχθεί ότι οι X και Y είναι γραµµικά ισόµορφοι.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω T : R → R γραµµικός τελεστής. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει x ∈ R τέτοιο ώστε
το σύνολο {Tn(x) : n ∈ N} να είναι πυκνό στο R.

Εφαρµογές του Θεωρήµατος του Baire

΄Ασκηση 6. ΄Εστω X χώρος Banach και (Kn)n∈N ακολουθία συµπαγών υποσυνόλων του µε την
ιδιότητα X = ∪n∈NKn. Να δειχθεί ότι ο X είναι πεπερασµένης διάστασης.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω X 6= {0} χώρος Banach, (ei)i∈I µια ϐάση Hamel του X και (e#i )i∈I τα διορ-
ϑογώνια αυτής. Να αποδείξετε ότι το πολύ πεπερασµένα το πλήθος εξ’αυτών µπορεί να είναι
ϕραγµένα.



Υποδείξεις

΄Ασκηση 7. Θυµίζουµε ότι αν το σύνολο {ei : i ∈ I} αποτελεί µια ϐάση Hamel ενός διανυσµατικού χώρου X, τότε για
κάθε i ∈ I, µπορούµε να ορίσουµε το συναρτησιακό e#i : X → R για το οποίο

e#i (ej) =

{
0, αν j 6= i,

1, αν j = i.

Η οικογένεια {e#i : i ∈ I} ⊆ X# ονοµάζεται οικογένεια των διορθογωνίων της ϐάσης {ei : i ∈ I}. Η άσκηση Ϲητά να
δείξετε ότι αν ο X υποτεθεί χώρος Banach, τότε µόνο πεπερασµένα το πλήθος εξ’αυτών ανήκουν στον X∗.
Υποθέστε ότι υπάρχει µια άπειρη ακολουθία (e#n )n∈N από ϕραγµένα συναρτησιακά και δείξτε ότι ∪∞n=1 Ker e#n = X.
Στη συνέχεια εφαρµόστε το Θεώρηµα του Baire.


